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Â ðàáîòå ïðåäëîæåíî ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ äèâåðñèôèêà-
öèè êàê áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå èíâåñòèöè-
îííûõ ïîðòôåëåé. Ðàññìîòðåíû ïðåäïîñûëêè ê ýòîìó îïðåäåëåíèþ, à
òàêæå íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ýòî áèíàðíîå
îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïñåâäî÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ íà ìíîæåñòâå
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ïåðâûìè àáñîëþòíûìè ìîìåíòàìè.

In the paper a new approach to diversi�cation as a binary relation on a set
of investment portfolios is proposed. We consider prerequisites for such
a de�nition as well as some useful properties. Particularly we prove that
proposed binary relation is a quasi-partial order on the set of random
variables with �nite �rst absolute moments.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèâåðñèôèêàöèÿ, âûïóêëûå ìåðû ðèñêà, ñðàâíåíèå
èíâåñòèöèîííûõ ïîðòôåëåé.
Keywords: diversi�cation, convex risk measures, investment portfolio
comparison.

Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííîå ïîíèìàíèå òåðìèíà ¾äèâåðñèôèêàöèÿ¿ âîñõîäèò ê ìîíîãðàôèè
Ã.Ìàðêîâèöà [2]. Â óêàçàííîé ðàáîòå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå îáîñíîâàíèþ äâóõ òåçè-
ñîâ:

1. Èíâåñòîðó ñëåäóåò âêëàäûâàòü ñðåäñòâà (äåíüãè, ðåñóðñû, etc) â îòðèöàòåëü-
íî êîððåëèðîâàííûå àêòèâû;

2. Èíâåñòîðó ñëåäóåò, ïî âîçìîæíîñòè, âêëàäûâàòü ñðåäñòâà â áîëüøîå ÷èñëî
ñëàáîêîððåëèðîâàííûõ àêòèâîâ.

Êàê áû òî íè áûëî, äî íåäàâíåãî âðåìåíè íå áûëî ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîãî
îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ äèâåðñèôèêàöèè. Â ðàáîòå [1] áûëî ïðåäëîæåíî è èçó÷å-
íî îäíî èç âîçìîæíûõ òàêèõ îïðåäåëåíèé. Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûå
ðåçóëüòàòû, åãî íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, îïðåäåëåíèå èíâåñòèöèîííîãî
ïîðòôåëÿ êàê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà æ¼ñòêî ôèêñèðîâàííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ([0, 1],B[0, 1], λ). Âî-âòîðûõ, äëÿ äîêàçàòåëüñòâ íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé
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òðåáîâàëîñü èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûå îáúåêòû � ýíäîìîðôèçìû âåðîÿò-
íîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðåäåëåíèå äèâåðñèôèêàöèè ïðåòåðïåëî íåêîòîðûå èçìå-
íåíèÿ, õîòÿ, áåçóñëîâíî, îñíîâíûå èäåè îñòàëèñü íåèçìåííûìè. Äèâåðñèôèêàöèÿ
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå èíâåñòèöè-
îííûõ ïîðòôåëåé.

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ ïðåäïîñûëêè âûáðàííîãî îïðåäåëåíèÿ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ àêòè-
âîâ è èíâåñòîð, ó êîòîðîãî åñòü âîçìîæíîñòü ðàñïðåäåëèòü ñâîé êàïèòàë ìåæäó
ýòèìè àêòèâàìè. Èññëåäóþòñÿ ðàçíûå ïîäõîäû äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ òàêèõ ïîðò-
ôåëåé: ïðèíöèï óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè, ïðèíöèï óâåëè÷åíèÿ ýíòðîïèè è ìàæîðè-
ðîâàíèå âåñîâûõ âåêòîðîâ. Äîêàçûâàþòñÿ äâà âàæíûõ êðèòåðèÿ ìàæîðèðîâàíèÿ
âåñîâûõ âåêòîðîâ � ÷åðåç ε-ïðåîáðàçîâàíèÿ (ò. 1.4) è ÷åðåç âûïóêëóþ ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ýêâèâàëåíòíûõ ïîðòôåëåé (ò. 1.11). Ïîñëåäíèé è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé
ïðåäïîñûëêîé ê ïðåäëîæåííîìó âî âòîðîé ÷àñòè îïðåäåëåíèþ.

1. Ñëó÷àé êîíå÷íîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ àê-
òèâîâ

Ïóñòü X1, . . . , Xn, n > 2 � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå âîçâðàò ñðåäñòâ â ìîìåíò T îò âëîæåíèÿ âñåãî êà-
ïèòàëà èíâåñòîðà â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè â ðàçíûå àêòèâû ñ íîìåðàìè 1, . . . , n
ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî EXi = a, 0 < DXi = σ2 <∞.

Ïóñòü èíâåñòîð èìååò âîçìîæíîñòü ñîáðàòü ïîðòôåëü, ÿâëÿþùèéñÿ âûïóêëîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåëè÷èí X1, . . . , Xn:

ξ =

n∑
i=1

αiXi , α = (α1, . . . , αn) ∈ Λn , (1)

ãäå

Λn =
{

(λ1, . . . , λn) ∈ Rn : λi > 0, i = 1, n,
n∑
i=1

λi = 1
}
. (2)

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ îòâå÷àåò ïîðòôåëþ, â êîòîðîì â àêòèâ ñ íîìåðîì i =
1, . . . , n âêëàäûâàåòñÿ äîëÿ αi âñåãî êàïèòàëà èíâåñòîðà.

Ïóñòü η =
n∑
i=1

βiXi � äðóãîé òàêîé ïîðòôåëü, β = (β1, . . . , βn) ∈ Λn. Ó èí-

âåñòîðà ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: êàêîé èç ïðåäñòàâëåííûõ äâóõ ïîðòôåëåé ξ
è η ëó÷øå è ïî÷åìó? Ñëåäóåò ñðàçó îòìåòèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âñåõ
ïîðòôåëåé âèäà (1) ñîâïàäàþò è ðàâíû a.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïîðòôåëü (1) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì âå-
ñîâ α ∈ Λn, òî âîïðîñ î ñðàâíåíèè ïîðòôåëåé âèäà (1) ðàâíîñèëåí âîïðîñó î ñðàâ-
íåíèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Λn.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû íåêîòîðûõ ñïîñîáîâ ñðàâíåíèÿ ïîðòôåëåé âèäà (1).
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1.1 Óìåíüøåíèå äèñïåðñèè

Ïóñòü, êàê è ðàíåå,

ξ =

n∑
i=1

αiXi , η =

n∑
i=1

βiXi , α, β ∈ Λn. (3)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîé ðàñïðåäåë¼ííîñòè
âåëè÷èí X1, . . . , Xn, äèñïåðñèè ïîðòôåëåé ξ è η âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
âåñîâ:

Dξ = D

(
n∑
i=1

αiXi

)
=

n∑
i=1

D (αiXi) =

n∑
i=1

α2
iDXi =

(
n∑
i=1

α2
i

)
σ2 , (4)

Dη =

(
n∑
i=1

β2
i

)
σ2. (5)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè, ïîðòôåëü ξ ëó÷øå, ÷åì ïîðòôåëü η,

åñëè Dξ < Dη (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ‖α‖2 =
n∑
i=1

α2
i <

n∑
i=1

β2
i = ‖β‖2). Òàêîé ïîäõîä

ñðàâíåíèÿ ïîðòôåëåé áëèçîê ê èññëåäîâàíèÿì Ã.Ìàðêîâèöà [2].
Ñàìûì ¾ïëîõèì¿ â ñìûñëå äèñïåðñèè ïîðòôåëåì âèäà (1) áóäåò ïîðòôåëü ñ âå-

ñàìè α = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), ãäå åäèíèöà íàõîäèòñÿ â ïðîèçâîëüíîé ïîçèöèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè β = (β1, . . . , βn) � äðóãîé íàáîð âåñîâ èç Λn, è ∃ k 6= t, ò.÷. βk > 0,
βt > 0, òî

‖β‖2 =

n∑
i=1

β2
i <

n∑
i=1

βi = 1 = ‖α‖2 . (6)

Ñàìûì ¾õîðîøèì¿ â ñìûñëå äèñïåðñèè ïîðòôåëåì âèäà (1) áóäåò ïîðòôåëü
ñ âåñàìè α = ( 1

n , . . . ,
1
n ). Ïîêàæåì ýòî, ïîëüçóÿñü ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííõ ìíîæè-

òåëåé Ëàãðàíæà:

Φ(α1, . . . , αn, λ) =

n∑
i=1

α2
i + λ

(
n∑
i=1

αi − 1

)
, λ ∈ R . (7)

Èç ñèñòåìû 
∂Φ

∂αi
= 2αi + λ = 0 , i = 1, n

n∑
i=1

αn = 1
(8)

íàõîäèì λ0 = − 2
n è òî÷êó, ïîäîçðèòåëüíóþ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì: α0 =(

1
n , . . . ,

1
n

)
. Äàëåå,

d2Φ = 2

n∑
i=1

(dαi)
2 > 0 âåçäå. (9)

Ïîýòîìó α0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè ‖α‖2 ïðè
n∑
i=1

αi = 1.
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1.2 Óâåëè÷åíèå ýíòðîïèè

Åñëè â (1) âåêòîð α = (α1, . . . , αn) ∈ Λn ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé íåêîòîðîé ïðîñòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñêàæåì, ïðèíèìàþùåé çíà-
÷åíèÿ 1, . . . , n), òî ýíòðîïèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

H = H(α) = −
n∑
i=1

αi lnαi . (10)

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 0 · ln 0 = 0.
Ïðèíöèï óâåëè÷åíèÿ ýíòðîïèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷åì áîëüøå ýíòðîïèÿ âå-

ñîâ â ïîðòôåëå (1), òåì ýòîò ïîðòôåëü ëó÷øå. Òàêîé ñïîñîá ñðàâíåíèÿ ïîðòôå-
ëåé èìååò îáùèå ÷åðòû ñ ïðèíöèïîì óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè. Â ÷àñòíîñòè, òî÷íî
òàê æå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñàìûì ¾ïëîõèì¿ â ñìûñëå ýíòðîïèè (ò. å. ïîðòôåëåì
âèäà (1) ñ ìèíèìàëüíîé ýíòðîïèåé âåñîâ) ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïîðòôåëü ñ âåñàìè âè-
äà α = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè β = (β1, . . . , βn) � äðóãîé íàáîð
âåñîâ èç Λn, è ∃ k 6= t, ò.÷. βk > 0, βt > 0, òî

H(β) = −
n∑
i=1

βi lnβi > 0 = H(α) . (11)

Ñàìûì ¾õîðîøèì¿ â ñìûñëå ýíòðîïèè (ò. å. ïîðòôåëåì âèäà (1) ñ ìàêñèìàëüíîé
ýíòðîïèåé âåñîâ) áóäåò, îïÿòü æå, ïîðòôåëü ñ âåñàìè α = ( 1

n , . . . ,
1
n ). Ïîêàæåì ýòî,

ñíîâà ïîëüçóÿñü ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

Φ(α1, . . . , αn, λ) = −
n∑
i=1

αi lnαi + λ

(
n∑
i=1

αi − 1

)
, λ ∈ R . (12)

Èç ñèñòåìû 
∂Φ

∂αi
= −1− lnαi + λ = 0 , i = 1, n

n∑
i=1

αn = 1
(13)

íàõîäèì λ0 = 1 − lnn è òî÷êó, ïîäîçðèòåëüíóþ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì: α0 =(
1
n , . . . ,

1
n

)
. Äàëåå,

d2Φ(α0, λ0) = −
n∑
i=1

1

α0
i

(dαi)
2 = −n

n∑
i=1

(dαi)
2 < 0. (14)

Ïîýòîìó α0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè H(α) ïðè
n∑
i=1

αi = 1.

Âîçíèêàåò âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ïðèíöèïîâ ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè è
ìàêñèìèçàöèè ýíòðîïèè. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ n = 2 îáà ïðèíöèïà äåé-
ñòâèòåëüíî ýêâèâàëåíòíû (ïîñêîëüêó ÷åì áëèæå α1 ê 1

2 , òåì ìåíüøå ‖α‖2 è òåì
áîëüøå H(α), ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî). Îäíàêî óæå äëÿ n = 3 ýêâèâà-
ëåòíîñòü íàðóøàåòñÿ.
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Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü α? = (0.7, 0.2, 0.1), β? = (0.6, 0.39, 0.01). Â ýòîì ñëó÷àå

‖α?‖2 = 0.54 > 0.5122 = ‖β?‖2, à H(α) = 0.8018 . . . > 0.7197 . . . = H(β). Ñî-
ãëàñíî ïðèíöèïó óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè, ïîðòôåëü ñ âåñàìè β? ëó÷øå. Ñîãëàñíî
æå ïðèíöèïó óâåëè÷åíèÿ ýíòðîïèè, ïîðòôåëü ñ âåñàìè α? ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ n > 3 ïðèíöèïû òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî âçÿòü α? = (0.7, 0.2, 0.1, 0, . . . , 0), β? =
(0.6, 0.39, 0.01, 0, . . . , 0).

1.3 Ìàæîðèðîâàíèå âåñîâûõ âåêòîðîâ

Åñëè ó èíâåñòîðà íåò îïðåäåë¼ííîãî ïðåäïî÷òåíèÿ âíóòðè ãðóïïû àê-
òèâîâ X1, . . . , Xn (à â ñèëó èõ íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîé ðàñïðåäåë¼í-
íîñòè ïðåäïîñûëîê äëÿ òàêèõ ïðåäïî÷òåíèé áûòü íå äîëæíî), òî ïîðòôå-
ëè ñ âåñàìè α = (α1, . . . , αk−1, αk, αk+1, . . . , αt−1, αt, αt+1, . . . , αn) è α ′ =
(α1, . . . , αk−1, αt, αk+1, . . . , αt−1, αk, αt+1, . . . , αn) â ñóùíîñòè îáîçíà÷àþò îäèíàêî-
âûå ïîðòôåëè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âìåñòî ìíîæåñòâà Λn, îïðåäåë¼ííîãî â (2), ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ âåñîâûõ âåêòîðîâ

Λ̃n =
{

(λ1, . . . , λn) ∈ Rn : 1 > λ1 > . . . > λn > 0,
n∑
i=1

λi = 1
}

(15)

è ñðàâíèâàòü âåêòîðû óæå èç ìíîæåñòâà Λ̃n.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Âåêòîð âåñîâ α = (α1, . . . , αn) ∈ Λ̃n ìàæîðèðóåò âåêòîð âåñîâ

β = (β1, . . . , βn) ∈ Λ̃n (îáîçí. α < β), åñëè
n∑
i=k

αi >
n∑
i=k

βi äëÿ âñåõ k = 1, n (èëè,

÷òî ðàâíîñèëüíî,
k∑
i=1

αi 6
k∑
i=1

βi äëÿ âñåõ k = 1, n).

Çàìå÷àíèå. Èç äâóõ âåñîâûõ âåêòîðîâ ìíîæåñòâà Λ̃n íå îáÿçàòåëüíî îäèí èç íèõ
ìàæîðèðóåò äðóãîé. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âåêòîðû α? è β? èç ïðèìåðà 1.1.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü ε > 0. ε-ïðåîáðàçîâàíèåì âåêòîðà âåñîâ

α = (α1, . . . , αm−1, αm, αm+1, . . . , αr−1, αr, αr+1, . . . , αn) ∈ Λ̃n ,

ãäå 1 6 m < r 6 n, íàçûâàåòñÿ âåêòîð âåñîâ

α′ = (α1, . . . , αm−1, αm − ε, αm+1, . . . , αr−1, αr + ε, αr+1, . . . , αn) ∈ Λ̃n .

Ïîñêîëüêó ìû òðåáóåì, ÷òîáû α′ ∈ Λ̃n, òî çíà÷åíèå ε îãðàíè÷åíî ñâåðõó:

0 6 ε 6 min ( αm − αm+1 , αr−1 − αr , (αm − αr) /2 ) . (16)

(Òðåòèé àðãóìåíò ôóíêöèè min ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ r = m+ 1.)
Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî α′ ÿâëÿåòñÿ ε-ïðåîáðàçîâàíèåì α, áóäåì çàïèñûâàòü

α
ε,m,r−−−→ α′ (èëè, äëÿ êðàòêîñòè, α→ α′).
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Ôàêòè÷åñêè îòíîøåíèå α
ε,m,r−−−→ α′ îçíà÷àåò, ÷òî ïîðòôåëü ñ âåñàìè α′ ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùåé êîððåêòèðîâêîé ïîðòôåëÿ ñ âåñàìè α: äîëÿ êàïèòàëà ε ïåðåíîñèòñÿ
èç àêòèâà ñ íîìåðîì m â àêòèâ ñ íîìåðîì r, ïðè óñëîâèè, ÷òî, êàê äî, òàê è
ïîñëå ýòîé îïåðàöèè, â àêòèâ ñ íîìåðîì m áûëà âëîæåíà íå ìåíüøàÿ äîëÿ âñåãî
êàïèòàëà, ÷åì â àêòèâ ñ íîìåðîì r.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü α, β ∈ Λ̃n. Òîãäà α ìàæîðèðóåò β â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ε-ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ β â α,
ò. å.

α < β ⇐⇒

∃γ1, . . . , γd−1 ∈ Λ̃n : β
ε1,m1,r1−−−−−→ γ1

ε2,m2,r2−−−−−→ . . .
εd−1,md−1,rd−1−−−−−−−−−−→ γd−1

εd,md,rd−−−−−−→ α.
(17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ < íà Λ̃n (êî-

òîðîå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè α, β ∈ Λ̃n,

β
ε,m,r−−−→ α, òî α < β. Äåéñòâèòåëüíî, α1 = β1, . . . , αm−1 = βm−1, αm = βm −

ε, αm+1 = βm+1, . . . , αr−1 = βr−1, αr = βr + ε, αr+1 = βr+1, . . . , αn = βn. Èìååì:

n∑
i=k

αi =



n∑
i=k

βi ïðè k = r + 1, n;

ε+
n∑
i=k

βi >
n∑
i=k

βi ïðè k = m+ 1, r;

n∑
i=k

βi ïðè k = 1,m.

Ïîýòîìó α < β, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü α, β ∈ Λ̃n è α < β. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ñòðîèòñÿ î÷åðåäíîé ýëåìåíò öåïî÷êè:

β
ε,m,r−−−→ γ −→ . . . −→ α, ãäå γ, . . . ∈ Λ̃n . (18)

Îïèøåì øàã ïåðåõîäà îò β ê γ. Ïóñòü

Lα,β =
{
i = 1, . . . , n | αi < βi

}
=
{
l1, . . . , lq

}
, 1 6 l1 < . . . < lq 6 n, q ∈ [0, n− 1];

Jα,β =
{
i = 1, . . . , n | αi > βi

}
=
{
j1, . . . , jt

}
, 1 6 j1 < . . . < jt 6 n, t ∈ [0, n− 1].

Åñëè α = β, òî â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ε-ïðåîáðàçîâàíèÿ, β −→ α, è òåîðåìà
äîêàçàíà. Åñëè æå α 6= β, òî îáà ìíîæåñòâà Lα,β è Jα,β íå ïóñòû (ò.å. q > 1, t > 1),

ïîñêîëüêó α è β ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè Λ̃n.
Ïîêàæåì, ÷òî l1 < j1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê è l1 > j1, òî

j1∑
i=1

αi =

j1−1∑
i=1

αi + αj1 =

j1−1∑
i=1

βi + αj1 >

j1−1∑
i=1

βi + βj1 =

j1∑
i=1

βi ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ α < β.
Â ñèëó ïîñëåäíåãî äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà, ìíîæåñòâî

{
l ∈ Lα,β | l < j1

}
íå ïó-

ñòî (êàê ìèíèìóì, îíî ñîäåðæèò l1). Âîçüì¼ì m = max
{
l ∈ Lα,β | l < j1

}
, r =
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j1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî m < r. Çàìåòèì, ÷òî åñëè m + 1 6= r, òî βm+1 =
αm+1, . . . , βr−1 = αr−1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ γ, ïîíèçèì βm è ïîâûñèì βr íà âåëè÷èíó

ε = min(βm − αm, αr − βr) > 0,

òî åñòü γ îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ β
ε,m,r−−−→ γ. Ïðè ýòîì γ îñòà¼òñÿ â Λ̃n, ïî-

ñêîëüêó

γm = βm − ε > βm − (βm − αm) = αm >

{
αm+1 = βm+1 = γm+1 , åñëè m+ 1 6= r,

αr > βr = γr = γm+1 , åñëè m+ 1 = r;

γr = βr + ε 6 βr + (αr − βr) = αr 6

{
αr−1 = βr−1 = γr−1 , åñëè m+ 1 6= r,

αm < βm = γm = γr−1 , åñëè m+ 1 = r.

Ïîêàæåì, ÷òî α < γ, à èìåííî ÷òî
k∑
i=1

αi 6
k∑
i=1

γi ïðè k = 1, . . . , n.

Åñëè k < m, òî â ñèëó α < β,

k∑
i=1

αi 6
k∑
i=1

βi =

k∑
i=1

γi.

Åñëè k ∈ [m, r − 1], òî â ñèëó α < β è βm+1 = αm+1, . . . , βr−1 = αr−1,

k∑
i=1

αi =

m−1∑
i=1

αi + αm +

k∑
i=m+1

αi 6
m−1∑
i=1

βi + αm +

k∑
i=m+1

βi =

=

m−1∑
i=1

γi + αm +

k∑
i=m+1

γi =

k∑
i=1

γi + αm − γm =

=

k∑
i=1

γi + αm − βm + ε 6
k∑
i=1

γi + αm − βm + βm − αm =

k∑
i=1

γi.

Åñëè æå k ∈ [r, n], òî ñíîâà â ñèëó α < β,

k∑
i=1

αi 6
k∑
i=1

βi =

k∑
i=1
i 6=m,r

βi + βm + βr =

k∑
i=1
i6=m,r

γi + (γm + ε) + (γr − ε) =

k∑
i=1

γi.

Èòàê, ïîêàçàíî, ÷òî α < γ. Äëÿ ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòà¼òñÿ ïîêà-
çàòü, ÷òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî îïèñàííûõ øàãîâ ìîæíî äîáðàòüñÿ îò β äî α ïî öå-
ïî÷êå (18). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ìîùíîñòü õîòÿ áû îäíîãî èç ìíî-
æåñòâ L èëè J íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå óìåíüøàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà-
÷èâ

Lα,γ =
{
i = 1, . . . , n | αi < γi

}
,

Jα,γ =
{
i = 1, . . . , n | αi > γi

}
,

ïîëó÷èì, ÷òî åñëè ε = βm − αm, òî Lα,γ = Lα,β \ {m}, à åñëè ε = αr − βr, òî
Jα,γ = Jα,β \ {r}. Íà íåêîòîðîì øàãå îáà ìíîæåñòâà ñòàíóò ïóñòûìè, ÷òî è áóäåò
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çàâåðøåíèåì öåïî÷êè (18). Òàêèì îáðàçîì, çà ìåíåå ÷åì 2n øàãîâ áóäåò ïîñòðî-
åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ε-ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùàÿ β â α. Òåîðåìà ïîëíîñòþ
äîêàçàíà.

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè α < β, òî ïîðòôåëü ñ âåñàìè α ìîæíî ïî-
ëó÷èòü èç ïîðòôåëÿ ñ âåñàìè β ïóò¼ì êîíå÷íîãî ÷èñëà êîððåêòèðîâîê, óêàçàííûõ
ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ε-ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ åù¼ îäíèì ïîëåçíûì êðèòåðèåì îòíîøåíèÿ ìà-
æîðèðîâàíèÿ âåñîâûõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 1.5. Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ Λ̃n ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. α < β ;

2.
n∑
i=1

f(αi) 6
n∑
i=1

f(βi) äëÿ ëþáîé âûïóêëîé ôóíêöèè f ;

3.
n∑
i=1

f(αi) >
n∑
i=1

f(βi) äëÿ ëþáîé âîãíóòîé ôóíêöèè f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü âòîðîãî è òðåòüåãî óòâåðæäåíèé î÷åâèäíû.
Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðâîãî è âòîðîãî.
Ïóñòü α < β. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.4, α ìîæíî ïîëó÷èòü èç β ñ ïîìî-
ùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ε-ïðåîáðàçîâàíèé. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå

äëÿ îäíîãî òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïóñòü β
ε,m,r−−−→ α, à f � ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ

ôóíêöèÿ. Òîãäà

n∑
i=1

f(αi)−
n∑
i=1

f(βi) = f(βm − ε) + f(βr + ε)− f(βm)− f(βr) =

=
(
f(βr + ε)− f(βr)

)
−
(
f(βm)− f(βm − ε)

)
. (19)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå åñòü ðàçíîñòü ïðèðàùåíèé âûïóêëîé ôóíêöèè â òî÷êàõ βr
è βm − ε, ñîîòâåòñâòâóþùèõ îäèíàêîâûì ïðèðàùåíèÿì àðãóìåíòà. Ýòà ðàçíîñòü
íåïîëîæèòåëüíà, ïîñêîëüêó èç îïðåäåëåíèÿ ε-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî βr 6
βm − ε.
Ïóñòü òåïåðü ñïðàâåäëèâî âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè,

÷òî äëÿ âñåõ k = 1, n âûïîëíåíî
k∑
i=1

αi 6
k∑
i=1

βi.

Íà ïåðâîì øàãå ïðåäïîëîæèì, ÷òî α1 > β1. Âîçüì¼ì âûïóêëóþ ôóíêöèþ f(x) =

(x− β1)+. Äëÿ íå¼
n∑
i=1

f(αi) > (α1− β1) > 0 =
n∑
i=1

f(βi), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó

óòâåðæäåíèþ.

Äàëåå, äîïóñòèì
t∑
i=1

αi 6
t∑
i=1

βi äëÿ âñåõ t = 1, k è
k+1∑
i=1

αi >
k+1∑
i=1

βi. Ýòî âîçìîæíî
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òîëüêî ïðè αk+1 > βk+1. Òîãäà äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè f(x) = (x− βk+1)+ èìååì

n∑
i=1

[f(βi)− f(αi)] =

k+1∑
i=1

[(βi − βk+1)− (αi − βk+1)]−
n∑

i=k+2

(αi − βk+1)+ 6

6
k+1∑
i=1

βi −
k+1∑
i=1

αi < 0. (20)

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå. Ðàññìîòðåííûå âûøå ìåðû äèâåðñèôèêàöèè äèñïåðñèÿ è ýíòðîïèÿ
èìåþò âèä

∑
f(αi) ñ ôóíêöèÿìè f(x) = x2 äëÿ äèñïåðñèè è f(x) = −x lnx äëÿ ýí-

òðîïèè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ âûïóêëà, à âòîðàÿ âîãíóòà. Ïîýòîìó åñëè α < β, òî
‖α‖ 6 ‖β‖, H(α) > H(β).

Èòàê, ïðèíöèï ìàæîðèðîâàíèÿ âåñîâûõ âåêòîðîâ ñîõðàíÿåò ïðèíöèïû ìèíèìè-
çàöèè äèñïåðñèè è ìàêñèìèçàöèè ýíòðîïèè. Ê ñîæàëåíèþ, çà ýòî ïðèõîäèòñÿ ïëà-
òèòü íåâîçìîæíîñòüþ ñðàâíåíèÿ íåêîòîðûõ ïîðòôåëåé (íàïðèìåð, ïîðòôåëåé α?

è β? èç ïðèìåðà 1.1).
Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñàìûì ¾ïëîõèì¿ â ñìûñëå îòíîøåíèÿ < ÿâëÿåòñÿ

âûðîæäåííûé ïîðòôåëü, à ñàìûì ¾õîðîøèì¿ � ïîðòôåëü, â êîòîðîì êàïèòàë
ðàñïðåäåë¼í ðàâíîìåðíî ìåæäó âñåìè àêòèâàìè:

Òåîðåìà 1.6. ( 1
n , . . . ,

1
n ) < α < (1, 0, . . . , 0) äëÿ âñåõ α ∈ Λ̃n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâîå îòíîøåíèå äîêàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíî èç îïðåäåëåíèÿ

ìàæîðèðîâàíèÿ. Äîêàæåì ëåâîå îòíîøåíèå. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
k∑
i=1

αi > k
n

äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n. Äëÿ k = 1, . . . , n èìååì â ñèëó α ∈ Λ̃n:

(α1 + . . .+ αk)
n

k
= (α1 + . . .+ αk) +

(
α1 + . . .+ αk

k

)
· (n− k) >

> (α1 + . . .+ αk) + αk(n− k) > (α1 + . . .+ αk) + (αk+1 + . . .+ αn) =

n∑
i=1

αi = 1,

÷òî è äîêàçûâàåò òðåáóåìûå íåðàâåíñòâà.

1.4 Ïðîäîëæåíèå îòíîøåíèÿ < ñ Λ̃n íà Λn

Îòíîøåíèå < ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü ñ Λ̃n (15) íà Λn (2).
Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè îòîáðàæåíèå óïîðÿäî÷èâàíèÿ

O : Λn → Λ̃n, (21)

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Λn óïîðÿäî÷åííóþ
ïî íåâîçðàñòàíèþ ïåðåñòàíîâêó åãî êîìïîíåíò:

O(λ) = (λi1 , . . . , λin) ∈ Λ̃n, 1 > λi1 > . . . > λin > 0. (22)
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Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî O(α) = α äëÿ ëþáîãî α ∈ Λ̃n.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü α, β ∈ Λn. α ìàæîðèðóåò β ( α < β ), åñëè O(α) < O(β).

Àíàëîãè÷íî ïðîäîëæàåòñÿ è ε-ïðåîáðàçîâàíèå:

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü α, β ∈ Λn. β
ε−→ α, åñëè O(β)

ε,m,r−−−→ O(α).

Çàìå÷àíèå. Â çàïèñè β
ε−→ α îòñóòñòâóþò èíäåêñû m è r. Ýòî íå ñëó÷àéíî, ïî-

ñêîëüêó íîìåðà èçìåíÿþùèõñÿ íà ε êîìïîíåíò çäåñü íå âàæíû (áîëåå òîãî, îíè
ìîãóò áûòü ðàçíûìè ó α è β). Âàæåí ëèøü ôàêò òîãî, ÷òî âåêòîð âåñîâ α ìîæíî
ïîëó÷èòü èç âåêòîðà âåñîâ β òîëüêî óâåëè÷åíèåì íà ε îäíîé (ìåíüøåé) êîìïîíåí-
òû âåêòîðà β, óìåíüøåíèåì íà ε äðóãîé (áîëüøåé) êîìïîíåíòû è ïðîèçâîëüíîé
ïåðåñòàíîâêîé âñåõ êîìïîíåíò.

Äëÿ óäîáñòâà ââåä¼ì ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè âåñîâûõ âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïóñòü α, β ∈ Λn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî α è β ýêâèâàëåíòíû
(α ∼ β), åñëè O(α) = O(β).

Äëÿ ïîñòðîåííûõ îòíîøåíèé îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1.4: α < β òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà α ìîæíî ïîëó÷èòü èç β êîíå÷íûì ÷èñëîì ε-ïðåîáðàçîâàíèé.

Ëåììà 1.10. Ïóñòü α, β ∈ Λn. Òîãäà

β
ε−→ α =⇒ ∃β′, β′′ ∼ β è q ∈ [0, 1] : α = qβ′ + (1− q)β′′. (23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî α, β ∈ Λ̃n (åñëè ýòî íå òàê, òî ðàññìàòðèâàåì âìå-

ñòî α è β O(α) è O(β) ñîîòâåòñòâåííî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî β
ε−→ α ⇐⇒ O(β)

ε−→
O(α) ).

Ïóñòü β
ε,m,r−−−→ α. Åñëè β = (β1, . . . , βm−1, βm, βm+1, . . . , βr−1, βr, βr+1, . . . , βn), òî,

ïî îïðåäåëåíèþ, α = (β1, . . . , βm−1, βm − ε, βm+1, . . . , βr−1, βr + ε, βr+1, . . . , βn).
Îáîçíà÷èì β′′ = (β1, . . . , βm−1, βr, βm+1, . . . , βr−1, βm, βr+1, . . . , βn) ∼ β è âîçüì¼ì
q = βm−βr−ε

βm−βr ∈ [0, 1]. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî α = qβ + (1 − q)β′′. Äåéñòâèòåëüíî,
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî êîìïîíåíòû ñ íîìåðàìè m è r (â îñòàëüíûõ êîìïî-
íåíòàõ β è β′′ ñîâïàäàþò):

qβm + (1− q)βr = βr + q(βm − βr) = βm − ε,

qβr + (1− q)βm = βm − q(βm − βr) = βr + ε,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü åù¼ îäèí êðèòåðèé îòíîøåíèÿ ìàæîðèðîâàíèÿ:

Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü α, β ∈ Λn. Òîãäà

α < β ⇐⇒ ∃β(1), . . . , β(m) ∼ β è ∃θ = (θ1, . . . , θm) ∈ Λm, ò.÷. α =

m∑
j=1

θjβ
(j) .

(24)



Î ÔÎÐÌÀËÈÇÀÖÈÈ ÏÎÍßÒÈß ÄÈÂÅÐÑÈÔÈÊÀÖÈÈ 73

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α, β ∈ Λ̃n.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü α =

∑m
j=1 θjβ

(j), ãäå θ = (θ1, . . . , θm) ∈ Λm è β(j) ∼ β,

j = 1, . . . ,m. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ [1, n] èìååì â ñèëó β ∈ Λ̃n è θ ∈ Λm:

k∑
i=1

αi =

k∑
i=1

m∑
j=1

θjβ
(j)
i =

m∑
j=1

θj

(
k∑
i=1

β
(j)
i

)
6

m∑
j=1

θj (β1 + . . .+ βk) =

=

 m∑
j=1

θj

( k∑
i=1

βi

)
=

k∑
i=1

βi . (25)

Ïî îïðåäåëåíèþ, α < β. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü α, β ∈ Λ̃n è α < β. Ïî òåîðåìå 1.4, ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ε-ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùóþ β â α:

β
ε1−→ γ(1) ε2−→ . . .

εt−2−−−→ γ(t−2) εt−1−−−→ γ(t−1) εt−→ α , (26)

ãäå γ(1), . . . , γ(t−2), γ(t−1) ∈ Λ̃n.
Èç ïîñëåäíåãî îòíîøåíèÿ ( γ(t−1) εt−→ α ) è ëåììû 1.10, ñóùåñòâóþò
γ(t−1,1), γ(t−1,2) ∈ Λn, γ

(t−1,1) ∼ γ(t−1,2) ∼ γ(t−1) è qt ∈ [0, 1], òàê ÷òî α =
qtγ

(t−1,1) + (1− qt)γ(t−1,2).
Ïîëüçóÿñü òåïåðü ïðåäïîñëåäíèì îòíîøåíèåì â öåïî÷êå (26), ëåììîé 1.10,
è òåì ôàêòîì, ÷òî γ(t−1,1) ∼ γ(t−1,2) ∼ γ(t−1), ìîæíî ïîñòðîèòü
γ(t−2,1), γ(t−2,2), γ(t−2,3), γ(t−2,4) ∈ Λn, γ

(t−2,1) ∼ γ(t−2,2) ∼ γ(t−2,3) ∼ γ(t−2,4) ∼
γ(t−2) è qt−1 ∈ [0, 1], òàê, ÷òî

γ(t−1,1) = qt−1γ
(t−2,1) + (1− qt−1)γ(t−2,2),

γ(t−1,2) = qt−1γ
(t−2,3) + (1− qt−1)γ(t−2,4).

Ïîäñòàâëÿåì ýòè âûðàæåíèÿ â ïîëó÷åííóþ äëÿ α ôîðìóëó:

α = qtqt−1γ
(t−2,1) +qt(1−qt−1)γ(t−2,2) +(1−qt)qt−1γ

(t−2,3) +(1−qt)(1−qt−1)γ(t−2,4).

Ñíîâà ¾ðàñêðûâàÿ¿ âñå γ(t−2,u), u = 1, 2, 3, 4, ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ. Â èòîãå
áóäóò ïîñòðîåíû β(1), β(2), . . . , β(2t) ∈ Λn, âñå ýêâèâàëåíòíûå β, è qt, qt−1, . . . , q1 ∈
[0, 1], òàê ÷òî

α = qt qt−1 . . . q2 q1 β
(1) +

+ qt qt−1 . . . q2 (1− q1)β(2) +

+ . . . +

+ (1− qt) (1− qt−1) . . . (1− q2) (1− q1)β(2t).

Ïîñêîëüêó qt qt−1 . . . q2 q1 + qt qt−1 . . . q2 (1− q1) + . . .+ (1− qt) (1− qt−1) . . . (1−
q2) (1− q1) = 1, òî íåîáõîäèìîñòü, à âìåñòå ñ íåé è âñÿ òåîðåìà, äîêàçàíà.

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà î÷åíü âàæíà, îíà ïîçâîëÿåò âçãëÿíóòü íà îòíîøåíèå ìà-
æîðèðîâàíèÿ âåñîâûõ âåêòîðîâ ñ èíîé ñòðîíû: îäèí ïîðòôåëü íå õóæå âòîðîãî,
åñëè ïåðâûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íåêîòîðóþ âûïóêëóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
ïîðòôåëåé, ýêâèâàëåíòíûõ âòîðîìó ïîðòôåëþ. Èìåííî ýòà èäåÿ ëåæèò â îñíîâå
ïîñòðîåíèÿ îòíîøåíèÿ äèâåðñèôèêàöèè, ïðåäñòàâëåííîãî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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Çàìå÷àíèå. Âî âñåé ïåðâîé ÷àñòè ñ÷èòàëîñü, ÷òî X = (X1, . . . , Xn) � ýòî íà-
áîð íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îäíàêî åäèí-
ñòâåííûì ñóùåñòâåííûì òðåáîâàíèåì áûëî òî, ÷òî ó èíâåñòîðà íå äîëæíî áûòü
îïðåäåë¼ííûõ ïðåäïî÷òåíèé âíóòðè ýòîé ãðóïïû àêòèâîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
îñëàáèòü íàøå ïåðâîíà÷àëüíîå òðåáîâàíèå è ñ÷èòàòü, ÷òî X � ýòî íàáîð ñèì-
ìåòðè÷íî çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî åñòü òàêèõ, ÷òî âñå n! ïåðåñòàíîâîê
êîìïîíåíò âåêòîðà X èìåþò îäíî è òî æå ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðèìåðàìè
òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿþòñÿ

1. ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ îäèíàêîâûìè äèñïåðñèÿìè è îäè-
íàêîâûìè êîâàðèàöèÿìè cov(Xi, Xj) ïðè i 6= j,

2. Xi =
∑
j 6=i

f(ξj), ãäå (ξ1, . . . , ξn) � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû, à f � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Åäèíñòâåííîå, ÷òî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü â ýòîì ñëó÷àå, � ýòî òî, ÷òî ïðèíöèï, ñîãëàñ-
íî êîòîðîìó ñðàâíèâàþòñÿ ‖α‖ è ‖β‖, óæå íåëüçÿ íàçâàòü ïðèíöèïîì óìåíüøåíèÿ
äèñïåðñèè.

2. Îòíîøåíèå äèâåðñèôèêàöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèâåðñèôèêàöèè êàê áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå èíâåñòèöèîííûõ ïîðòôåëåé. Çäåñü ñëåäóåò ñòðîãî
îïðåäåëèòü, ÷òî ìû áóäåì íàçûâàòü èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì. Ïóñòü èíâåñòîð
îáëàäàåò êàïèòàëîì S, è åñòü âîçìîæíîñòü âëîæèòü åãî â íóëåâîé ìîìåíò âðå-
ìåíè â íåêîòîðûé àêòèâ, ëèáî â íåêîòîðóþ ãðóïïó àêòèâîâ (âñå àêòèâû ñ÷èòàåì
áåçãðàíè÷íî äåëèìûìè). Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ âîçìîæíîñòü âëîæåíèÿ êàê
â áåçðèñêîâûå, òàê è â ðèñêîâûå àêòèâû (âêëþ÷àÿ è êîðîòêóþ ïðîäàæó). Ïîä èíâå-
ñòèöèîííûì ïîðòôåëåì ïîíèìàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ îáú¼ì
äåíåæíûõ ñðåäñòâ èíâåñòîðà ïðè çàêðûòèè âñåõ ïîçèöèé â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò
âðåìíè T > 0.

Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå òàêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîì âåðî-
ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P). Ïîä L = L(Ω,F ,P) ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (òî÷íåå, ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí) íà ýòîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, à ïîä Lr = Lr(Ω,F ,P), r > 1 � ìíî-
æåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñ êîíå÷íûìè r-ìè àáñîëþòíûìè ìîìåíòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
n∑
i=1

αiξi ïîðòôåëåé ξ1, . . . , ξn

ñ âåñàìè α1, . . . , αn, αi > 0, i = 1, . . . , n,
n∑
i=1

αi = 1, ñàìà ÿâëÿåòñÿ èíâåñòèöè-

îííûì ïîðòôåëåì è ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ êàïèòàëà S ìåæäó ïîðòôåëÿ-
ìè ξ1, . . . , ξn ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñàìè.
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2.1 Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 2.12. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíâåñòèöèîííûé ïîðòôåëü ξ ÿâëÿåò-
ñÿ äèâåðñèôèêàöèåé èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ η (è îáîçíà÷àòü ýòî îòíîøåíèå

êàê ξ
div
< η ), åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå (η1, η2, . . . , ηn), òàêîå

÷òî âñå ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà ñîâïàäàþò ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì η, à ðàñïðåäåëåíèå ξ ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì íåêîòîðîé âûïóêëîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà, òî åñòü

ηi
d
= η ∀ i = 1, . . . , n (27)

è

ξ
d
=

n∑
i=1

aiηi , ãäå ai > 0 è

n∑
i=1

ai = 1. (28)

Òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîðòôåëü ξ ìåíåå ðèñêîâàí (íå õóæå)
â ñìûñëå äèâåðñèôèêàöèè, ÷åì ïîðòôåëü η.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âçÿòà èç òåîðåìû 1.11: âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ïîðòôåëåé, ýêâèâàëåíòíûõ η (òî åñòü ðàñïðåäåë¼ííûõ òàê æå, êàê è
η) íå õóæå, ÷åì ñàì ïîðòôåëü η.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäëîæåííîì îïðåäåëåíèè êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
(η1, . . . , ηn) íå îáÿçàíû áûòü íåçàâèñèìûìè. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñëó-
÷àíûé âåêòîð (η1, . . . , ηn) íå îáÿçàòåëüíî îïðåäåë¼í íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå (Ω,F ,P) � âïîëíå âîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ýòî âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî ¾áåäíûì¿. Çäåñü âàæíà íå âîçìîæíîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ òàêîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íà çàäàííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, íî
ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè ýòîãî âåêòîðà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå
div
< ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî ðàñïðåäåëå-

íèþ, òî åñòü åñëè ξ1
d
= ξ, η1

d
= η è ξ

div
< η, òî ξ1

div
< η1. Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäëî-

æåííîì ñðàâíåíèè íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè õàðàêòåð ñòîõàñòè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó
ñðàâíèâàåìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, âàæíû ëèøü èõ ìàðãèíàëüíûå ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, îòíîøåíèå
div
< ñðàâíèâàåò íå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η, à

èõ ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ è Pη. Òî åñòü åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíîå îòíîøå-
íèå íà ìíîæåñòâå P âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (R,B),
ãäå B � áîðåëåâñêàÿ ñèãìà-àëãåáðà íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé R.

2.2 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà

Óòâåðæäåíèå 2.13. Åñëè ξ, η ∈ L2 è ξ
div
< η, òî Eξ = Eη è Dξ 6 Dη.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ, η ∈ L2, ξ
div
< η, òî åñòü ñóùåñòâóåò ìíîãîìåðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå (η1, η2, . . . , ηn) è (a1, . . . , an) ∈ Rn, ò.÷. ai > 0,
n∑
i=1

ai = 1, ηi
d
= η è
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ξ
d
=

n∑
i=1

aiηi. Ðàâåíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ξ è η î÷åâèäíî, äîêàæåì íåðà-

âåíñòâî äëÿ äèñïåðñèé:

D(ξ) = D

(
n∑
i=1

aiηi

)
6

n∑
i=1

D(aiηi) =

n∑
i=1

a2
i D(ηi) =

(
n∑
i=1

a2
i

)
D(η) 6 D(η).

Óòâåðæäåíèå 2.14. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî.

Òîãäà ξ
div
< η â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà Eξ = Eη è Dξ 6 Dη.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.2.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Eξ = Eη = a, σ2

1 = Dξ 6 Dη = σ2
2 .

Ïóñòü η1, η2, . . . , ηn � í.î.ð.ñ.â. (n ∈ N), ïðè÷¼ì ηi
d
= η, ò. å. ηi ∼ N

(
a, σ2

2

)
. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû âèäà ξn =
n∑
i=1

aiηi, ãäå a = (a1, . . . , an) ∈ [ 0, 1]
n
,

n∑
i=1

ai = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ξn ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî, Eξn = a, Dξn =

(
n∑
i=1

a2
i

)
σ2

2 .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî n ∈ N âåëè÷èíà

(
n∑
i=1

a2
i

)
ïðè âàðüèðîâà-

íèè a1, . . . , an (ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé íà íåîòðèöàòåëüíîñòü è åäèíè÷íóþ ñóììó)
ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå èç îòðåçêà [ 1

n , 1]. Âûáèðàÿ òåïåðü òà-

êîå n, ÷òîáû 1
n 6

σ2
1

σ2
2
, ïîñòðîèì âåêòîð (a1, . . . , an) ∈ [ 0, 1]

n
,
n∑
i=1

ai = 1, òàêîé, ÷òî(
n∑
i=1

a2
i

)
=

σ2
1

σ2
2
. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ξn =

n∑
i=1

aiηi âûïîëåíî Eξn = a, Dξn =
σ2
1

σ2
2
σ2

2 = σ2
1 .

Òàêèì îáðàçîì, ξ
d
= ξn =

n∑
i=1

aiηi, è òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî ξ
div
< η. Óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 2.15. Áèíàðíîå îòíîøåíèå
div
< ðåôëåêñèâíî íà L, òî åñòü äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ξ ∈ L âûïîëíåíî ξ
div
< ξ. Áîëåå òîãî, ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå ðåôëåê-

ñèâíî è íà P, òî åñòü åñëè ξ d
= ξ1, òî ξ

div
< ξ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðàíçèòèâíîñòè ââåä¼ííîãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ïî-
òðåáóåòñÿ

Ëåììà 2.16. Ïóñòü (ξ, ξ1, . . . , ξn) è (η1, . . . , ηm) � äâà ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëå-

íèÿ, è ξ
d
= f(η1, . . . , ηm), ãäå f � Bm/B-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ìîæíî ïîñòðî-

èòü òàêîå ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå (η′1, . . . , η
′
m, ξ

′
1, . . . , ξ

′
n), ÷òî (η′1, . . . , η

′
m)

d
=

(η1, . . . , ηm) è

(f(η′1, . . . , η
′
m), ξ′1, . . . , ξ

′
n)

d
= (ξ, ξ1, . . . , ξn).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå (η′1, . . . , η
′
m, ξ

′
1, . . . , ξ

′
n) ìîæíî îäíî-

çíà÷íî çàäàòü ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì êîìïîíåíò (η′1, . . . , η
′
m) è óñëîâíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì (ξ′1, . . . , ξ
′
n) ïðè èçâåñòíûõ (η′1, . . . , η

′
m) (ñì., íàïðèìåð, [5]). Âîçüì¼ì

Fη′1,...,η′m(y1, . . . , ym) = Fη1,...,ηm(y1, . . . , ym) (29)

è

Fξ′1,...,ξ′n|η′1,...,η′m(x1, . . . , xn; y1, . . . , ym) = Fξ1,...,ξn|ξ (x1, . . . , xn; f(y1, . . . , ym)) . (30)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

(f(η′1, . . . , η
′
m), ξ′1, . . . , ξ

′
n)

d
= (ξ, ξ1, . . . , ξn). (31)

Óòâåðæäåíèå 2.17. Îòíîøåíèå
div
< òðàíçèòèâíî íà L, òî åñòü åñëè ξ, η, ζ ∈ L,

òî èç îòíîøåíèÿ ξ
div
< η

div
< ζ ñëåäóåò, ÷òî ξ

div
< ζ. Áîëåå òîãî, ýòî áèíàðíîå

îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî è íà P.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ, η, ζ ∈ L è ξ
div
< η

div
< ζ. Ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ

äèâåðñèôèêàöèè ñóùåñòâóþò äâà ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ: (η1, η2, . . . , ηn) è
(ζ1, ζ2, . . . , ζm) � òàêèå, ÷òî

ηi
d
= η, i = 1, n , ζj

d
= ζ, j = 1,m

è

ξ
d
=

n∑
i=1

aiηi , η
d
=

m∑
j=1

bjζj , ãäå ai, bj > 0 ,

n∑
i=1

ai =

m∑
j=1

bj = 1.

Âîñïîëüçîâàâøèñü n ðàç ëåììîé 2.5, ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

{ζij , i = 1, n, j = 1,m},

òàêîå ÷òî:
1) (ζi1, ζi2, . . . , ζim)

d
= (ζ1, ζ2, . . . , ζm) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n,

2)

(
m∑
j=1

bjζ1j ,
m∑
j=1

bjζ2j , . . . ,
m∑
j=1

bjζnj

)
d
= (η1, η2, . . . , ηn).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ξ
d
=

n,m∑
i,j=1

aibjζij .

Ïîñêîëüêó aibj > 0 è
n,m∑
i,j=1

aibj = 1, òî ξ
div
< ζ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî òðàíçèòèâíîñòè áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
div
< íà ìíîæåñòâå P àíàëî-

ãè÷íî.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïðåäëîæåííîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ, îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü åãî àíòèñèììåòðè÷íîñòü. Ñ íåé
âñ¼ íåìíîãî ñëîæíåå, è ïðèõîäèòñÿ çàäåéñòâîâàòü ïîíÿòèå ìåðû ðèñêà.

Îïðåäåëåíèå 2.18. Ìåðîé ðèñêà íàçûâàþò îòîáðàæåíèå ρ : L→ R.

Îïðåäåëåíèå 2.19. Ìåðà ðèñêà ρ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïî ðàñïðåäåëåíèþ

(law-invariant), åñëè èç òîãî, ÷òî ξ
d
= ξ′, ñëåäóåò, ÷òî ρ(ξ) = ρ(ξ′).

Çàìå÷àíèå. Èíâàðèàíòíûå ìåðû ðèñêà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèÿ
èç P â R.

Îïðåäåëåíèå 2.20. Ìåðà ðèñêà ρ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ξ, η ∈ L
âûïîëíåíî

ρ (λξ + (1− λ) η) 6 λρ(ξ) + (1− λ)ρ(η) ∀λ ∈ [0, 1]. (32)

Ëåììà 2.21. Åñëè ξ
div
< η, òî äëÿ ëþáîé èíâàðèàíòíîé ïî ðàñïðåäåëåíèþ âûïóê-

ëîé ìåðû ðèñêà ρ âûïîëíÿåòñÿ ρ(ξ) 6 ρ(η).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (η1, . . . , ηn) � ñëó÷àéíûé âåêòîð èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøå-

íèÿ äèâåðñèôèêàöèè ξ
div
< η, òî åñòü ξ

d
=

n∑
i=1

aiηi, ãäå a = (a1, . . . , an) ∈ [0, 1]
n
è

n∑
i=1

ai = 1. Òîãäà, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ è âûïóêëîñòè ìåðû

ðèñêà ρ,

ρ(ξ) = ρ

(
n∑
i=1

aiηi

)
6 a1 ρ(η1) + (1− a1) ρ

(
n∑
i=2

ai
1− a1

ηi

)
6

6 a1 ρ(η1) + (1− a1)
a2

1− a1
ρ(η2) + (1− a1)

1− a1 − a2

1− a1
ρ

(
n∑
i=3

ai
1− a1 − a2

ηi

)
=

= a1 ρ(η1) + a2 ρ(η2) + (1− a1 − a2) ρ

(
n∑
i=3

ai
1− a1 − a2

ηi

)
6

6 . . . 6
n∑
i=1

aiρ(ηi) =

n∑
i=1

aiρ(η) = ρ(η). (33)

Ðàññìîòðèì õîðîøî èçâåñòíîå ñåìåéñòâî ìåð ðèñêà ïîä íàçâàíèåì Expected
Shortfall. Ñîãëàñíî [3], åãî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

ESγ(ξ) = − 1

γ

γ∫
0

qp(ξ) dp , (34)

ãäå
qp(ξ) = inf

( {
x ∈ R | Fξ(x) > p

}
∪ {+∞}

)
, p ∈ [0, 1] � (35)
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� íèæíÿÿ êâàíòèëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ. Àðãóìåíò γ ∈ (0, 1] íàçûâàåòñÿ
óðîâíåì Expected Shortfall'à.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî |ESγ(ξ)| <∞ ïðè ξ ∈ L1.
Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî óðîâíÿ γ, ESγ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ è âûïóêëîé ìåðîé ðèñêà. Áîëåå òîãî, ýòà ìåðà ðèñêà êîãåðåíòíà (ñì. [3]).

Ñëåäîâàòåëüíî, ê íåé ïðèìåíèìà ëåììà 2.10: åñëè ξ, η ∈ L1 è ξ
div
< η, òî ESγ(ξ) 6

ESγ(η) äëÿ âñåõ óðîâíåé γ ∈ (0, 1]. Èñïîëüçóåì ýòîò ôàêò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2.22. Áèíàðíîå îòíîøåíèå
div
< ïñåâäîàíòèñèììåòðè÷íî íà L1,

òî åñòü

E|ξ| <∞ , E|η| <∞ , ξ
div
< η , η

div
< ξ =⇒ ξ

d
= η.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå àíòèñèììåòðè÷íî íà P1 � ìíîæåñòâå
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñ êîíå÷íûìè ïåðâûìè àáñîëþòíûìè ìîìåíòàìè íà èçìå-
ðèìîì ïðîñòðàíñòâå (R,B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó E|ξ| < ∞ è E|η| < ∞, ESγ(ξ) è ESγ(η)

ëþáîãî óðîâíÿ γ êîíå÷íû. Ïîñêîëüêó ξ
div
< η, òî ESγ(ξ) 6 ESγ(η) äëÿ âñåõ γ ∈ (0, 1].

Òî÷íî òàê æå, ïîñêîëüêó η
div
< ξ, òî ESγ(η) 6 ESγ(ξ) äëÿ âñåõ γ ∈ (0, 1]. Òàêèì

îáðàçîì,
ESγ(ξ) = ESγ(η) äëÿ âñåõ γ ∈ (0, 1]. (36)

Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì (34), ïåðåïèøåì ýòî â âèäå

γ∫
0

qp(ξ) dp =

γ∫
0

qp(η) dp äëÿ âñåõ γ ∈ (0, 1]. (37)

Ïîñêîëüêó íèæíÿÿ êâàíòèëüíàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ qp(ξ) íåóáûâàþ-
ùàÿ è íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ïî àðãóìåíòó p ∈ [0, 1] (ñì., íàïð. [4, ðàçäåë 4.1.3]), òî
èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

qp(ξ) = qp(η) äëÿ âñåõ p ∈ [0, 1]. (38)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâåíñòâî êâàíòèëåé âñåõ óðîâíåé îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ñîâïàäàþò. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèåì ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ, à òàêæå óòâåðæäåíèé 2.4 è 2.5, ÿâëÿåòñÿ:

Òåîðåìà 2.23. Áèíàðíîå îòíîøåíèå
div
< ÿâëÿåòñÿ ïñåâäî÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åí-

íîñòüþ íà L1 è ÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòüþ íà P1.

Óòâåðæäåíèå 2.24. Åñëè ξ
div
< η, òî c ξ

div
< c η äëÿ âñåõ c ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ
div
< η, è (η1, . . . , ηn) � ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëå-

íèå èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ äèâåðñèôèêàöèè, ò. å. ξ
d
=

n∑
i=1

αiηi, ãäå α =
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(α1, . . . , αn) ∈ [0, 1]
n
è

n∑
i=1

αi = 1. Òîãäà c ξ
d
= c

n∑
i=1

αiηi =
n∑
i=1

αi (c ηi). Ïîñêîëüêó

c η
d
= c ηi ∀ i = 1, . . . , n, òî ïîñòðîåíî ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå (c η1, . . . , c ηn),

óäîâëåòâîðÿþùåå îïðåäåëåíèþ c ξ
div
< c η, ÷.ò.ä.

Çàìå÷àíèå. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èíâåñòèöèîííûé ïîðòôåëü c ξ çäåñü íå ñëåäó-
åò ðàññìàòðèâàòü êàê âëîæåíèå â c ðàç áîëüøåãî êàïèòàëà â òå àêòèâû, êîòîðûå
ñîñòàâëÿþò ïîðòôåëü ξ. Â íà÷àëå ðàçäåëà áûëî ïðèíÿòî, ÷òî èìååòñÿ âîçìîæ-
íîñòü èíâåñòèðîâàòü ôèêñèðîâàííûé êàïèòàë S. Ïîä c ξ ñëåäóåò ïîíèìàòü òàêîå
ðàñïðåäåëåíèå êàïèòàëà S, ñòîèìîñòü êîòîðîãî â ìîìåíò T ïðåâûøàåò ñòîèìîñòü
ïîðòôåëÿ ξ â c ðàç. Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî íà ðûíêå íå áóäåò âîçìîæíîñòè ñîñòà-
âèòü òàêîé ïîðòôåëü, íî íàñ íå äîëæåí ñìóùàòü ýòîò ôàêò. Íàñ èíòåðåñóåò ëèøü
âîçìîæíîñòü ñðàâåíèÿ äâóõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Óòâåðæäåíèå 2.25. Ïóñòü (ξ,X) � ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ ñ.â. Ïóñòü, àíàëîãè÷íî, (η,X ′) � ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ íåçàâèñè-

ìûõ ñ.â., ïðè÷¼ì X
d
= X ′. Òîãäà åñëè ξ

div
< η, òî ξ +X

div
< η +X ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (η1, . . . , ηn) � ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, (α1, . . . , αn) ∈

[0, 1]
n
� âåñà èç îïðåäåëåíèÿ ξ

div
< η, è ξ

d
=

n∑
i=1

αiηi. Ðàñøèðèì ìíîãîìåðíîå ðàñïðå-

äåëåíèå (η1, . . . , ηn) äî (η1, . . . , ηn, X
′′), ãäå X ′′

d
= X è X ′′ ñòîõàñòè÷åñêè íå çàâèñèò

îò (η1, . . . , ηn). Òîãäà ξ +X
d
=

n∑
i=1

αiηi +X ′′ =
n∑
i=1

αi (ηi +X ′′).

Ïîñêîëüêó ηi è X ′′ íåçàâèñèìû è X ′′
d
= X ′, òî ηi + X ′′

d
= η + X ′. Òàêèì îáðà-

çîì, ïîñòðîåíî ìíîãîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ( η1 +X ′′, . . . , ηn +X ′′ ), ìàðãèíàëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ðàñïðåäåëåíèåì η + X ′ è âûïóêëàÿ ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ ξ + X, ò. å.

ξ +X
div
< η +X ′. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå. Çäåñü íå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü X (è X ′) êàê ïîðòôåëü â îïðåäå-
ë¼ííîì â íà÷àëå ðàçäåëà ïîíèìàíèè. Âàæíî, ÷òîáû ξ + X (è η + X ′) îñòàâàëñÿ
ïîðòôåëåì. Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü X êàê íåçàâèñèìóþ äîáàâêó
ê ïîðòôåëþ ξ, ñòîèìîñòü êîòîðîé â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíà íóëþ (íàïðè-
ìåð, ïîêóïêà îäíîãî àêòèâà è êîðîòêàÿ ïðîäàæà äðóãîãî).
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